Tesis de Maestria

Ejemplos Establemente Ergddicos
Lic. Gabriel Nunez

Orientadora: Dra. Maria Alejandra Rodriguez Hertz
26 de abril de 2013

Maestria en Matematica
PEDECIBA

Universidad de la Republica
Montevideo, Uruguay

!Trabajo financiado por la ANII



IT

Dedicado a Melanie Rodriguez.



Abstract

In general it is not easy to find stably ergodic diffeomorphisms and at present
there are a few known (non-trivial) examples of this kind.
This work will present new techniques to test the Ergodic stability of a diffeo-
morphism under certain assumptions. Such techniques will also allow to prove
the previously established fact in the easiest way known to date. Finally, we will
apply it to already known examples.

Key Words: Stably Ergodic.
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Resumen

En general no es sencillo encontrar difeomorfismos Establemente Ergodicos y
actualmente se conocen pocos ejemplos (no triviales) de este tipo.
En este trabajo se presentara nuevas técnicas para probar la Estabilidad Ergddica
de un difeomorfismo bajo ciertas hipdtesis. Ademés dichas técnicas permitira pro-
bar lo establecido anteriormente de una manera mas simple de la que se conoce
hasta hoy. Por 1ltimo se aplicara a ejemplos ya conocidos.

Palabras Claves: Estabilidad Ergddica.
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Introduccion

Una transformaciéon f : M — M es ergddica si los limites de Birkhoft
n—1 )
@(x) = limp oot Y. @ o fi(z) son todos iguales a una constante para ctx € M
j=0

para toda ¢ continua.

En 1995, Pugh y Shub [PS] conjeturaron que los difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos son genéricamente establemente ergodicos.
Los difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos son aquellos en que su fibrado tan-
gete se descompone en tres subfibrados TM = E"* @& E°® E?*, cada uno de ellos
D f-invariante, donde E* expande, E*® contrae y E° es intermedio.
Por otro lado un difeomorfismo f € C? es establemente ergédico si existe U(f) €
Diff*(M) tal que para todo difeomorfismo g € U(f) N C? es ergddico.
La conjetura anterior fue probada para central de dimensién uno en 2008 [HHU]
por Rodriguez Hertz, Rodriguez Hertz y Ures y en 2010 [HHTU] para central
de dimension 2 por los mismos autores y Tahzibi. Era natural en este contexto
plantearse si la estabilidad ergddica implica hiperbolicidad parcial, o si es po-
sible encontrar ejemplos ain mas débiles. En su tesis de doctorado, A. Tahzibi
mostré un ejemplo de un establemente ergddico no parcialmente hiperbélico [TJ.
El difeomorfismo del ejemplo tiene descomposicion dominada, es decir, su fibrado
tangente se descompone en dos subfibrados, de modo que la expansion en uno
de ellos domina la expansion en el otro, sin que necesariamente ninguno de ellos
tenga que ser expansor o contractivo. Esta es la hipdtesis més débil que se le
puede pedir a un difeomorfimo establemente ergddico, debido a lo demostrado
por Arbieto y Matheus [AM]. Ultimamente la conjetura de Pugh-Shub ha sido
anunciada en la topologfa C! para cualquier dimensién del espacio central por
Avila, Crovisier y Wilkinson
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El objetivo central de esta tesis serd probar el siguiente teorema, el cual tra-
bajaremos en el siguiente contexto:

Sea M una variedad compacta Riemmaniana, f : M — M difeomorfismo C*
que preserva una medida suave m. Para los resultados aqui presentados supon-
dremos que f posee un spliting dominado T'M = E"* & E*, donde E** y £ son
subespacios D f-invariantes tales que:

IDf (@)l < [[Df(@)otll vy [[Df(z)o"] > 1

Donde v¢ € B y v* € E*" son vectores unitarios.
Denotaremos mediante F** a la foliaciéon tangente al fibrado E*".

Dado p € Perg(f) llamaremos clase homoclinica estable asociada al punto p
al conjunto:

Phe*(p) == {w € R: W*(x) h W*(o(p)) # ¢}
Anéalogamente se define la clase heteroclinica inestable como:

Phet(p) = A{x € R: W*(z) h W*(o(p)) # ¢}
Y por tltimo definimos

Phe(p) == Phe*(p) N Phe" (p)

Teorema 1 Sea F"* foliacion minimal de dimension u, p € Pery(f) de indice
inestable u. Entonces 3 U(f) C'-entorno tal que Yg € U(f) vale que 3 p, €
Perg(g) donde Phc'(py) = M

Para obtener un resultado sobre la Estabilidad Ergédica usaremos el siguiente
resultado demostrado por F. Rodriguez Hertz, J. Rodriguez Hertz, R. Ures y A.
Tahzibi.

Teorema 2 (Criterio de Ergodicidad) [HHTU] Sea M una variedad compacta,
f: M — M un difeomorfismo C*™ y m una medida suave e invariante para f.
Si m(Phc®(p)) > 0 y m(Phc“(p)) > 0 entonces:

1. Phe(p) = Phe*(p) = Phc(p)

2. f es ergodica en Phe(p). Ademds, f es no-uniformemente hiperbolica en

Phe(p).
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De estos dos teoremas se desprende inmediatamente el siguiente resultado:

Teorema 3 Sim(Phc®(p)) > 0 establemente entonces f es establemente ergodi-
ca.

Por 1ultimo con esta técnica se probara la estabilidad ergddica del ejemplo de
Bonatti-Viana [BV].
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares

En este capitulo comenzaremos dando una exponsicién de los conceptos y teo-
remas que se usaran a lo largo de esta tesis. Al final de este capitulo se expondra el
Criterio de Ergodicidad de [HHTU] el cual usaremos fuertemente en el segundo
capitulo.

1.1. Exponentes de Lyapunov. Teoria de Pesin

Sea f: M — M difeomorfismo C! de una variedad compacta Riemaniana de
dimensién n. Dado un vector v € T, M definimos el exponente de Lyapunov de v
(en caso de estar bien definido) como:

1 n
Aw.v) = lim_ ~log || Df* (o |

Definimos FE\(z) como el subespacio de T, M formado por todos los vectores
v € T, M tales que su exponente de Lyapunov es A.
De la definicion se desprenden las siguientes propiedades:

1. Mz, av) = Az, v)
2. Max,u+v) <max{A(z,u), \(z,v)}
3. Si A1 # A2 entonces A(z,u + v) = max {\(z, u), A(z,v)}

Observar que en la segunda propiedad se puede dar la desigualdad estricta



Teorema 1.1 (TEOREMA DE OSELEDEC) Sea M una variedad compacta, f :
M — M un difeomorfismo C'. Entonces existe un conjunto R invariante de
medida total (es decir f(R) = R, w(R) = 1 Vu medida invariante) y para cada
e > 0 eziste una funcion C. : R — (1,4+00) medible Borel tal que Vr € R,
veT,M yn € Z vale que:

1. T,M = @, Ex(x), esto es llamado Splitting de Oseledec.

2w v IS D (@)o | Cow)eXT™ [ v ||, Yo € Ex(x).
3. Ce(f(l')) < eeoe(x)'
4 Z(Bx(2), By (7)) 2 gy YA # 7.

Obsérvese que el conjunto R del teorema de Oseledec es el conjunto de pun-
tos regulares, por tanto Oseledec nos dice que el conjunto de todos los puntos
regulares tiene medida total. Para ver una prueba detallada de dicho teorema el
lector puede consultar [M| Teorema 10.1]

Definicién 1.2 (BLOQUES DE PESIN) Dado ¢ > 0, L > 0, definimos los bloques
de Pesin como:
RE,L = {l’ eER: C’E(x) < L}

donde R es el conjunto de puntos requlares y C. es la funcion del Teorema de
Oseledec.

Propiedades 1.3 FEn el contexto de la definicion anterior se tiene que:
1. R = U@L Rer
2. f(Rer) € Reeer
3. Los bloques de Pesin no son necesariamente invariantes

Sin perdida de generalidad nosotros podemos asumir que R, ;, son compactos,
pues siempre podemos encontrar un compacto K dentro del bloque de Pesin tal
que la medida de la diferencia simétrica sea tan chica como uno desee.

Sean B~ (x) = @, Ex(z) y ET(2) = @, Ex(2).
Por el Teorema de Oseledec tenemos que para casi todo x € M vale que
T.M = E (z)® E°(z) ® E* (1)

donde E°(x) es el subespacio generado por los vectores que poseen exponente de
Lyapunov igual a cero.



Definicién 1.4 Sea p una medida invariante. Cuando E°(z) = 0 para u — ctx
en un conjunto N, entonces decimos que [ es no-uniformemente hiperbdlica
en N y que p es una medida hiperbolica en N.

Ahora vamos a enunciar el Teorema de la Variedad Estable de Pesin, el lector
interesado podra ver una prueba de este teorema en el Capitulo 3 de esta tesis.

Teorema 1.5 (TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE DE PESIN [PE]) Para ca-
da L>1ye>0, stz € R, entonces:

1. /I/I\Zf)c(:z:) es un disco de dimension igual a dimE~(x) tal que Tx/I/IZf)C(x) =
E~(z)

2. El mapa v — /I/Iv/lf)c(x) es continuo en R con la topologia C*

1.2. Laminaciones, Foliaciones

Una laminacién L es un conjunto compacto A C M que puede ser cubierto por
abiertos U C A que poseen una estructura producto local ¢ : U — R" xT', donde
T es un subconjunto de R* localmente compacto. En la interseccién U, N U, la
funcién ¢go ¢ ' i R x T — R" X T es un homeomorfismo y tiene la forma:

¢5 o gb;l(uv ’U) = (laﬁ(u’ U), taﬁ(v))
donde 1,5 € C! respecto a la variable u.
Los conjuntos ¢~!(R™ x {t}) son llamados placas. Cada punto z de una lami-
nacién pertenece a un conexo maximal inmerso inyectivamente en una variedad
de dimensién n, llamado la hoja de x en L. Las hojas son uniones de placas.
Obsérvese que las hojas son C!, pero solo varfan continuamente.
Decimos que L es una laminacion f — invariante sii L es una laminacién y f
lleva hojas en hojas.
Llamaremos foliacién a una laminacién cuando A = M y en este caso denotaremos
mediante F el conjunto de las hojas. A grosso modo una foliacién de dimensiéon n
de una variedad de dimensiéon m, es una descomposiciéon de M en subvariedades
conexas de dimensién n (hojas). Un ejemplo sumamente elemental de foliacién
de dimensién n es una foliacién de R™ = R™ x R™™" donde las hojas son planos
n-dimensionales de la forma R"™ x {c}, donde ¢ € R™™™.
Ahora sea F = {W(z)} una foliacién decimos que una subvariedad N C M es
transversal a F y lo denotamos mediante N th F sii T,N + E, = T,M, donde
E,=T,W(z)



1.3. El Criterio de Ergodicidad

En esta seccién presentaremos el Criterio de Ergodicidad de [HHTU] el cual
usaremos mas adelante para obtener un resultado sobre la Estabilidad Ergddica
de un difeomorfismo.

Diremos que una transformacion f : M — M es ergddica si los limites de

n—1
Birkhoff ¢(z) = limu 0t Y. ¢ o fi(z) son todos iguales a una constante para
j=0

ctr € M para toda ¢ continua.
Diremos que f € C? es establente ergédica si 3 U(f) C'-entorno de f tal que
Vg € U(f) N Diff2 (M) vale que g : M — M es Ergédica.

Definicién 3.1 (CLASE HETEROCLINICA) Dado p € Pery(f) llamaremos clase
heteroclinica estable asociada a p al conjunto:

Phe'(p) = {x € R : W*(z) h W*(o(p)) # 0}
Andlogamente se define la clase heteroclinica inestable como:
Phe'(p) = {x € R: W*(x) h W*(o(p)) # ¢}
Y en este contexto definimos
Phe(p) := Phc®(p) N Phet(p)

Teorema 3.2 (CRITERIO DE ERGODICIDAD) [HHTU] Sea M una variedad com-

pacta, f : M — M un difeomorfismo C**® y m una medida suave e invariante
para f. Si m(Phc*(p)) > 0 y m(Phc*(p)) > 0 entonces:

1. Phe(p) = Phet(p) = Phe*(p)

2. f es ergodica en Phe(p). Ademds, f es no-uniformemente hiperbdlica en
Phe(p).



Capitulo 2

El Teorema Principal

Ahora estamos en condiciones de presentar el Teorema Principal el cual usa-
remos fuertemente en el proximo capitulo para probar la Estabilidad Ergédica de
los ejemplos de Bonatti-Viana.

Sea M una variedad compacta Riemmaniana, f : M — M difeomorfismo C*
que preserva una medida suave m. Para los resultados aqui presentados supon-
dremos que f posee un spliting dominado TM = E** & E*, donde E** y E son
subespacios D f-invariantes tales que:

IDf(@)vll < [[Df(@)otll vy [[Df(z)o"]| > 1

Donde v¢ € £ y v* € E*" son vectores unitarios.
Denotaremos mediante F** a la foliaciéon tangente al fibrado E**.

Teorema 1.3 Sea F** foliacion minimal de dimension u, p € Pery(f) de indice
inestable u. Entonces 3 U(f) C'-entorno tal que Yg € U(f) vale que 3 p, €
Pery(g) donde Phc(py) = M

Del teorema anterior y del Criterio de Ergodicidad se desprende el siguiente
teorema:

Teorema 1.4 Sim(Phc®(p)) > 0 establemente entonces f es establemente ergddi-
ca.

Para demostrar el teorema anterior enunciaremos los siguientes lemas



Lema 1.5 Para todo 6 > 0 y todo € > 0 suficientemente pequei’g%o existe U un
entorno C* de f tal que:

1. A(WES/4,f(p)’ Wes/4,g(pg)) <9

2. El radio interno de W (pg) > €/2

Dem. Dado f : M — M difeomorfismo C* y p un punto periédico hiperbélico de
f, consideremos U( f) entorno C* de f y U, entorno de p dados por la continuacién
analitica de p. Tomando los entornos U(f) y U, suficientemente peque'l'g)%os se
obtiene que dado cualquier € > 0 vale que d(W;;,. ((p), W;;,. ,(py)) < € y por lo
cual se obtiene que Z(W¢, »(p), W2, ,(pg)) < 4. Por tltimo del teorema de la
variedad estable se obtiene que el radio interno de W .(p,) > €/2 O

Lema 1.6 Dado ¢ > 0, 3L > 0 y U(f) tal que toda hoja W} (z) de didmetro
interno L Wi (x) cumple que: Wi (z) W (pg) # ¢

Dem. Tomemos los entornos U(f) y U, del lema anterior. Sea F¢* foliacién
inestable fuerte minimal de dimensién u, donde u = indice,(p) = dim(T,W#(p)).
Sea x € M, como JF}* es minimal tenemos que W (z) es densa entonces dado
Up, C M entorno del lema anterior vale que 3L > 0 tal que W ((z) N U, # ¢.
Sea z € Wi ;(x) NU,. Afirmamos que Wy, () d Wi, ((p) # ¢ (ajustando U, en
caso de ser necesario), dado que Wi .(p) h Wi (p) # ¢ y la continuidad del
mapa z — Wit ¢(.). De aqui se obtiene que W} ((z) h Wpi, +(p) # ¢, por tltimo
como Z(W¢), +(p), W&, ,(pg)) < 0 se tiene que W, () h Wi (pg) # ¢. O

Para concluir la prueba del teorema debemos probar que

Phct(pg) = {z € M : Wi (x) h W, (py) # ¢} = M

Dado x € M por el lema anterior sabemos que Wi(z) m D # ¢, donde D es un
disco suficientemente pequeij 3o en W2 (pg) de modo que Wi(x) h W, (py) # ¢
(pues fy g estdn C' cerca), por lo tanto se cumple que Phc"(p,) = M, lo cual
concluye la prueba del teorema.



Capitulo 3

El Ejemplo de Bonatti-Viana

Difeomorfismos transitivos cuya direccién central es en su mayoria
contractiva [BV]

En esta seccién vamos a estudiar un abierto C' de difeomorfismos transitivos
en T? que no admiten subespacio invariante estable fuerte £%°. Es decir tenemos
un splitting dominado Df-invariante TM = E** @& E°, donde el subespacio ines-
table fuerte E"" es 1-dimensional y el subespacio central E° es 2-dimensional (en
otras palabras E° no es uniformemente hiperbdlico y no admite un subespacio
invariante).

Una familia continua de conos C' = (C,,) definidos en un subconjunto V' C M son
llamados centro-inestables si:

Df(x)-Cy C Cyy, paratodo xz€Vnf (V)

Llamaremos a la familia de conos como inestable-fuerte cuando D f(z) - C,
este contenido en Int(Cy(,)) U {0}, y todo vector de estos conos es expandido
uniformemente: es decir existe o > 1 tal que:

| Df(z)-v||>0o]|v]|, paratodo veC, vy :EEVﬂf_l(V)

Finalmente, una familia continua de conos es centro-estable para f si es
centro-inestable para 1.
Antes de comenzar con el ejemplo vamos a enunciar un lema que haremos uso
méas adelante:



Lema 1.7 (LEMA DE DISTORSION) Dado L > 0 existe K > 0 tal que dado
cualquier disco C? v C V tangente a la familia de conos inestable-fuerte con
curvatura menor que L, y dado cualquier n > 1 tal que diam(f"(vy)) < 2L,
entonces: ) 7

ARG

K~ (Jvfn)(y) B
para cualquier par de puntos x,y € v, donde J, f(z) = |detD f|r.-| es el Jacobiano
de f sobre 7.

Ahora estamos en condiciones de comenzar con el ejemplo de esta secion.

Sea fy : T? — T3 un difeomorfismo de Anosov con una direccién que expande y
dos que contraen, p un punto fijo de fy. Pasaremos a deformar f; mediante una
isotopia en un entorno V4, = B(p,d/2) de p de manera tal que el mapa f obtenido
satisface que:

1. f satisface las siguientes propiedades globales:

a) Siempre existe un cono inestable-fuerte C** y un cono centro-estable
C* definidos en todo punto tal que C'*® contiene la direccién estable
del mapa inicial f.

b) La amplitud de los conos C"* y C estd acotada en todos lados por
una pequei’g}%a constante v > 0.

¢) El mapa f~' es § — C” cercano a f; ' en todas partes y es O cercano
a fi' fuera de V, tal que || (Df Y pre) " |< A < 1/3 fuera de Vs

En particular f posee una foliacion inestable fuerte F** y una foliacion
central /¢ como antes.

2. f posee tres puntos fijos hiperbdlicos (sillas) sobre V3, contenidos en una
misma hoja central F°: un punto fijo con indice estable 1 y los otros dos
puntos sillas poseen indice estable 2, por lo menos uno de los puntos de
indice 2 posee un valor propio complejo.

3. Existe 0 > 1 tal que J¢ = |det Df |7z

> o en todos los puntos.

Una forma de obtener la seguna condicién es tener p pasando por una bifur-
cacion transversal, como uno de sus valores propios se convierte en 1 entonces el
indice estable cambia de 2 a 1 y los otros dos puntos sillas de indice 2. Entonces
es suficiente tomar el valor propio contractivo de uno de los nuevos puntos sillas
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y convertirlo en un nimero complejo.

% i

Supondremos que > 0 y § > 0 son suficientemente pequei’j)%os.

Teorema 1.8 Para cada f € U como antes, cada hoja inestable fuerte es densa
en T°.

Dem. Para demostrar este teorema veremos antes los lemas siguientes:

Lema 1.9 Cualquier disco D en una hoja central posee un iterado negativo f~"(D)
con diametro mds grande que 1000.

Dem. Sea D un disco en una hoja central, sabemos que existe ¢ > 1 tal que
J¢ = |det Df~Y 77| > o en todos sus puntos, entonces:

Leb(f(D)) = /D(Jc)”dleb > 0" Leb(D)

por lo cual Leb(f~"(D)) — oo lo que implica que el didmetro central de f~"(D)
tiende a 0o, luego basta tomar n suficientemente grande tal que diam®(f~"(D))
1000. U

Lema 1.10 Existe x € f~"(D) tal que todos sus iterados negativos caen fuera de
Vs = B(p, 36)

Dem. Tomemos § > 0 suficientemente peque'ig)%o tal que la minima distancia
central entre 2 componentes conexas de V3 con cualquier hoja central es mas
grande que 1000. Por la eleccion de 9, los entornos centrales de radio 400 alrededor
de las componentes conexas de V3N F¢ son dos a dos disjuntos. Por la afirmacion
anterior podemos suponer sin pérdida de generalidad que diam®(D) > 1009.
Denotemos I'y = D, aqui I'y no puede estar contenido en ninguno de los entornos
anteriores, por conexion dxy € 'y tal que cuya bola central By de radio 350 es
disjunta de V3.

Aqui I'y es demasiado grande para estar contenido en By, por lo tanto tomaremos



un subconjunto compacto y conexo 'y C I'y que una xy con el borde de By. Por
la tercer propiedad global se sabe que f~!(Bjy) contiene una bola central de radio
$350 > 1006 alrededor de f~'(zo). En particular el didmetro de T'y = f~(T'g) es
mayor a 1000.

Repitiendo el procedimiento, construimos una sucesion {I'y} ., de compactos
conexos no vacios tales que N

1) C T = Va), Vn>1

Esto implica que K, = f"(I';, — V3) es una familia decreciente de compactos y
cualquier punto z € N,>¢ K, satisface la tesis de este lema. O

Por el lema sabemos que cualquier disco D en una hoja central posee un ite-
rado negativo f~"(D) cuyo didmetro central es mayor a 100d. Por el lema [L10
sabemos que existe x € (D) que posee todos sus iterados negativos fuera de
V3 = B(p, 39), en particular todo disco de radio central 26 alrededor de un iterado
f7"(z) es disjunto de Vo = B(p,d/2).

Sea D, un pequeij 3o disco alrededor de 2 contenido en f~"(D). Por la tercer
propiedad global tenemos que los iterados f~"(D.) aumentan exponencialmente
su radio interno, siempre y cuando este radio interno es menor que 26. Por lo
tanto, debe haber algin N > 1 tal que el radio interno de f~™(D,) es al menos
26. Entonces f~V(D,) intersecta a cualquier segmento de longitud L de cualquier
hoja inestable fuerte, por lo tanto D, C f~"°(D) intersecta toda hoja inestable
fuerte. Esto prueba que toda hoja inestable fuerte es densa. O

Llamaremos uu-segmento a la imagen de cualquier encaje en una hoja inestable
fuerte de un disco euclideo de dimensién uno.

Ahora supongamos que los difeomorfismo anteriores satisfacen las siguientes con-
diciones:

1. Existe una descomposicion continua del tangente TM = E"* ¢ E°y 0 <
A < 1 tal que:

a) La descomposicion es invariante bajo Df.

) | (0s1ze) 7| <Ay (DFle ]| (DF2) ™

Los subespacios E** y E°¢ son H'ig)%lder continuos y el subespacio ines-
table fuerte es inicamente integrable.

< )\ para todo x € T3.

2. dim(E™) =1

3. Ademss, existe un dominio V C M = T? tal que:
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a) Existen £ > 0, ¢g € (0,1) tal que, dado cualquier uu-segmento =y
cuya longitud long(y) > E, podemos particionar f(7y) en segmentos
v(1),...,v(k) tal que E < long(v(i)) < 2E, para todo i = 1,...,k,
y la longitud total de aquellos (i) que intersectan V' es menor que

colong(f(7))-
b) Existe A <1y 8> 0 tal que:

| DF|gg

<(1+p),YzeV y ||DF|E§

<\NVzeM-V
y para algin k suficientemente grande vale que,
M= A1+8)F <1

Proposicién 1.11 Bajo lo asumido anteriormente vale que A5 (x) < 0 para Le-
besgue casi todo punto en cualquier uu-segmento.

Dem. Primero usaremos la condicién 3 parte a) para mostrar que la 6rbita de
casi todo punto en cualquier uu-segmento v pasa una fraccién de tiempo positivo
fuera de V. Por tltimo la segunda condicién del punto 3 implica la conclusion.
Supongamos sin pérdida de generalidad que long(y) > E. Sea

= i)

i1yl
que los construimos inductivamente de la siguiente forma:

» Escribimos f(y) = (1) U...U~(k) usando la primer condicién del punto
3, es decir: E < long(y(i)) < 2FE.

» Supongamos que Y(iy,...,i, 1) estd definido con longitud entre E y 2F,
nuevamente usamos la primer condicién del punto 3 para escribir

f(’}/(Zl, ce ,in_l)) = ’Y(il, . 7in—17 1) U...U ’}/(’él, ce ,in_l,]{'/)
donde k' depende de iy, ..., 7,_1.

Dadon>r>1y 1<t <...<t, <n.Denotaremos M(ti,...,t,) al siguiente
subconjunto de :

Primero definimos M (¢;) como el conjunto de los x € v tal que el segmento
(i1, ...,4) que contiene a f(z) intersecta a V. Observar que f'(M(t1)) es la
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unién de segmentos (i1, ..., 7). Luego se procede por recurrencia, es decir para
r > 2 el conjunto M (ty,...,t,_1,1.) consiste de los puntos z € M (t,...,t._1) tal
que f'r(z) estd en cualquiera de los segmentos (i1, ..., % _1,...,i,) que cortan a
V.

Lema 1.12 La medida de Lebesgue de M(tq,...,t.) estd acotado por c"long(7y)

Dem. Por la forma que hemos definido estos conjuntos tenemos que
SHM (t,...,t,—1)) es una unién de segmentos (i, ...,t) para cada t > t,_; y
en particular para t = ¢, — 1. Para simplificar un poco la notacién denotemos
mediante ¢, = (iy,...,i._1). Para cada uno de los segmentos la primer condicién
del punto 3 nos da:

Leb(f" (M(ty, ... tr—1, 1) N f((1r))) < colong(f(7(er)))

Por otro lado la longitud de f(v(¢.)) estd acotada por 2E|| Df ||.

Luego usando el lema de distorsién [L7 con L =2F| Df ||, K >0y

c= H(Ifg—c_ol)% < 1 se obtiene que:
Leb(M(tr,... ., ty1, 1) O (3(1)) < clong(f (1))
Sumando sobre todos los ¥(¢,) contenidos en fir=Y(M(ty,...,t,_1)) obtenemos
que
LGb(M(tl, e 7t7‘—17 tr)) S CL@b(M(tl, e 7tr—1))
El lema se concluye por recurrencia. O

Corolario 1.13 FEzxiste B > 0 constante universal tal que Yn > 1 el subconjunto
medible Lebesgue

: k
M, = {:L‘ € v/ f'(x) € Vpara al menos kfl valores de j € {0,...,n — 1}}

tiene medida acotada por Bnc™ * ™ iong(v).

kn
Dem. M, CU,, ., M(t,...,t,),Vn>r> Gy entonces

Leb(M,) < Y Cpe

kn
"2 oD
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Debido a la férmula de Stirling’s tenemos que
n! n"

- <«
ri(n—r)! = rr(n—r)nr

CTL

T

para alguna constante universal B. Este ultimo término lo podemos escribir como:

n\" n e n—r r o
() [0

r n—r r n—r

Observar que 7 > & & L= >k y que la funcién g(z) = (14 2) (1+ x)i es

decreciente cuando x > 0. De aqui se obtiene que:

Tomando ¢; = ¢(1+ 1) (1 + kz)% < 1y sumando sobre todos los r se obtiene lo

deseado. OJ

Como Y Leb(M,,) < oo entonces por el lema de Borel-Cantelli se deduce que

T

=

ongKH%) (1+k)

Leb <ﬂn21 U isn Mj> = (0. Notar que la orbita de cualquier punto en el comple-

mento pasa al menos una fraccién k+r1 de tiempo fuera de V. Luego la primer
etapa de la prueba estd terminada.
Sea K = <ﬂn21 UjZn Mj> , tomemos z € K entonces existe un ng tal que
x & M,, Yn > ng. Si x ¢ M, entonces f/(z) € V a lo sumo kk—fl valores de
j€{0,...,n—1}.Sea J = Card{j: fi(z) eV} < %, debido a la condicién 2
tenemos que || Df"|g|| = (14 8)’ A"~y por lo tanto:
[P les]| < (14 B)FFARE = [A(1+ 8]
y por lo tanto:
1 log (A1)
AS =1 —log ||[Df"|ge|| < <0
“(z) = limsup ~log||Df"s: || < 575
Lo cual concluye la tesis de la proposicion. O

Por ltimo por la minimalidad de la foliacion inestable fuerte F“*, la proposicion
[LIT], el teorema de la variedad estable y el teorema[l.4l se obtiene que esta familia
de difeomorfismos son establemente ergédicos.
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Capitulo 4

Demostracion de Tahzibi

En esta capitulo vamos a exponer un esquema de la demostracion de A. Tah-
zibi en el contexto de Bonatti-Viana [BV] en T3.
Sea M una variedad compacta y f : M — M un difeomorfismo C*. Decimos que
el splitting TTM = E* & E“* es dominado si es Df-invariante y existe C' > 0 y
A < 1 tal que

| DSl | | 5

Denotaremos mediante £ < E°* para indicar que F°* esta dominando a E°.
Cuando tenemos un spliting dominado como antes se tiene dos conos invarian-
tes C y C* (cono centro inestable y centro estable respectivamente) con las
siguientes propiedades:

‘gm, Vie M

e

Cot ={n+wvnc B0 B v l[<al v}, DICH2) CCalf(z)

Co={n+wvneEB°@E" ||v|<alvl}, DfCI()CCL(f (2)

Sea fy : T2 — T3 difeomorfismo lineal de Anosov, denotamos mediante TM =
EY & Ej el splitting hiperbdlico para fo donde dim(Ej) = s y dim(EY) = u. Sea
V = UV} la unién finita disjunta de bolas en T3. Supondremos que f; poseen un
punto fijo fuera de V.

Decimos que f € V, V C Diff!(T?) si este satisface las siguientes condiciones
Cl-abiertas:

1. El fibrado tangente T'M admite una descomposicion dominada y existen
pequeiios conos continuos C* y C invariantes por Df y D f~! conteniendo
a Ef y L.

14



2. f es C'-cercano a fy en V¢, luego para cualquier z ¢ V existe o < 1 tal
que:
-1
|(Dfle,pn) || <oy [[(Dflr,nes)

3. Existe alguna constante g > 0 tal que si x € V

H(Df‘TID“)_lH <1+ (5{] Yy H(Df‘TIDcs)H <1+ (50

| <o

4. F" de f es minimal.

De la continuidad de det D f se concluye lo siguiente:

Proposicién 1.14 Para toda f € V N Diff2(T?), existe o1 > 1, C' > 0 tal que:

[det (D" (z) |z, oes)| < Cor”
[det (Df (@) 1,0 | < Coy"
donde D y D son discos tangentes a C*° y C*

Sea W C T* una subvariedad u-dimensional y II : R* — T la proyeccion,
decimos que W es dindmicamente flat si para W, (cualquier levantado de f"(W)
a R3) se cumple que leb(V[A/; N K) < C, donde K es cualquier cubo unitario en
R3 v C es una constante que depende sélo de f.

Dada f € VN Diff?*(T?), decimos que su fibrado tangente TM = E* & E* es
volumétricamente hiperbdlico si 3C' > 0 y A < 1 tales que |det (D f"(x) <
CX"y |det (Df~™(x)|gu)] < CA®

Ecs )

Lema 1.15 W"(q) es dindmicamente flat.

Dem. Sea Fy(q) la hoja de la foliacién inestable de fy que pasa a través de g.
Como Fj es una hoja de un difeomorfismo lineal de Anosov, cualquier levantado
de esta hoja a R3 serd un subespacio u-afin que es la imagen de un mapa propio de
R* a R3. Por la invariancia de los conos C** se concluye que el espacio tangente de
cualquier levantado F,, de F,, = f"(Fo(q)) cumple que cada punto de F,, esta en
C y este también es la imagen propia de R*. De este modo para cualquier cubo
unitario K se obtiene que JF,, N K puede ser visto como el grafico de una funcion
C'! cuyo dominio es la base u-dimensional del cubo.

Esta funcién posee norma peque'ig)%a de la derivada que es independiente de K y n

dado que este grafico es tangente a C'“. Luego j-:; N K posee area uniformemente
acotada (respecto a Lebz ), por tltimo como W*(g) N K estd contenida en el

limite de F, N K se obtiene que W"(q) es dindmicamente flat. O
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Proposicién 1.16 Sea W una subvariedad dindmicamente flat y f € VODi ff*(T?)
cuyo fibrado tangente TM = E* ® E" es volumétricamente hiperbdlico. Entonces
todo disco pequeno en W contiene un subconjunto de medida total respecto a lebyy
para el cual:

n—1

1
oS i, | -
1msupnloog f’Efj(gc) < —c

J]=

n—1
1 -1
{ — u < —
lim sup " E O log H (Df‘Efj(x) H < —¢
J:
donde ¢y > 0.
Dem.

Lema 1.17 FEuxiste € > 0 y un subconjunto de medida total respecto a Lebesgue
de cualquier disco pequerio D en W tal que {0 < j <n: fi(z) ¢ V}| > en, para
n suficientemente grande.

Dem. Elegimos una particién en dominios By, By, ..., Byy1 = V en T? tales que
existen K;, L; cubos abiertos en R?® / B; € TI(K;), f(B;) € II(L;).

K, CR? L; CR3

Figura 4.1:

Dado i un arreglo de la forma (ig, 71, ..., i,—1) definimos el conjunto
[Z] = {‘r S D/QJ € Bioaf(x> € Bi17 '-~7fn71<x> S Binfl}

Sea o7 como en la proposicién [L14]

16



Lema 1.18 Leb([i]) < Coi™, donde C es una constante que solo depende de f.

Dem. Usando induccién completa se obtiene que f7([i]) € H(W;L N L;,_,) donde

W,, es un levantado de " (W) a R3. Por otro lado observemos que
Leb([i]) < " Leb(f"([1)) < 07" Leb(W N L;, ) < Coi™

Pues la segunda desigualdad es inmediata por la afirmacién anterior, la tercer
desigualdad también es inmediata dado que W es dindmicamente flat. Por tltimo
la primer desigualdad es valida por la proposicién [L.14], pues:

Leb([i]) = /[ | dleb = /f » det(Df"(x))dleb < Cop™leb(f"([i]))

Luego esto prueba que Leb([i]) < Coy" O
Volviendo a la prueba del lema [[LT7] sea g(i) el niumero de los valores 0 < j <
n — 1 tales que i; < p. Es decir dado un cilindro (i, 1, ...,7,—1) a cada i; se
le asocia x; que toma el valor 1 si ¢; < p y 0 en caso contrario, por lo tanto
g(i) = xo + 1 + ... + T,—1, luego el nimero total de arreglos g(i) < en estéd aco-
tado por >, CrpF < >, .. Cip™, de la férmula de Stirling se obtiene que
N ey Cip™ < ePomp donde By — 0 cuando € — 0 = |[{g(i) < en}| < eforpem.
Como Leb([i]) < Coy™ obtenemos que la unién de los conjuntos [i] para el cual
g(i) < en posee medida de Lebesgue menor que Coy"e®"p. Elegimos € su-
ficientemente pequefio tal que e®p® < oy = Co;"e®"p < C = por el le-
ma de Borel Cantelli se obtiene que existe un conjunto de medida total tal que
{0<j<n:fi(x) ¢V} > eny esto concluye el lema 17

OJ
Para probar la proposicién [LT6 tomemos ¢y = — log(c€(1 + dg)'™¢), con & sufi-
cientemente pequeno tal que ¢y > 0. U

Proposicion 1.19 Casi todos los puntos de la variedad inestable local de q sa-
tisface la propiedad de no-uniformemente hiperbolico.

Dem. Por el lema [[.T5 sabemos que W*(q) es dindmicamente flat, como W} .(q)
es un disco pequeno en W"(q) se obtiene por la proposicién que W .(q)
contiene un subconjunto de medida total para el cual sus exponentes de Lyapunov
son todos distintos de cero y por lo tanto se obtiene lo deseado. O
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Hasta ahora tenemos que existe un conjunto K de medida positiva en W}.(q)
donde cada punto posee exponentes de Lyapunov negativos, por el teorema de
la variedad estable se obtiene que W#(x) es un disco de dimensién s Vo € K

de aqui se obtiene que m(Phcj(q)) > 0 Vf € V, luego usando el teorema [[.4 se
obtiene que esta familia de difeomorfismos son establemente ergédicos.
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Capitulo 5

El Teorema de la Variedad
Estable de Pesin

En este capitulo daremos una prueba del Teorema de la Variedad Estable de
Pesin y veremos algunas propiedades de la Teoria de Pesin.

Sea f : M — M un difeomorfismo de una variedad compacta Riemanniana M.
Un subconjunto R C M f-invariante es llamado no-uniformemente hiperbdlico
s1 existen:

1. My preales talesque 0 < A <1 < p
2. Un nimero € y funciones C, K : R — (0, c0)

3. Subespacios E*(z) y E"(x) para cada x € R que satisfacen las siguientes
condiciones:

a) Los subespacios E*(z) y E"(x) dependen mediblemente de x y forman
un splitting invariante del tangente, es decir: T,M = E*(x) ® E"(x),
Dy f(E*(z)) = E*(f(z)) y Dof (E"(x)) = E*(f(x)).

b) El subespacio E*(x) es estable, es decir siv € E*(x), m € Z,yn >0
se tiene:

[Dgm @ f o]l < C(F™ ()N |[v]]

c¢) El subespacio E*(z) es inestable, es decir si v € E%(z), m € Z, y
n < 0 se tiene:

1D gy f0ll < C(f™ (@) e o]
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d) Z(E°(f"(x)), E*(f*(2))) = K(f"(z)), Vn € Z

e) Param,n € Z,
C(f™ () < C(m@))e™,  K(f""(x) = K(f"(x))e™"

Dado € > 0 fijo y | > 0 definimos el bloque de Pesin de nivel [ mediante:

Ret = {x ER: O, e) <L K(z,€) %}
Los bloques de Pesin poseen las siguientes propiedades:
1. Rey C Reya
2. R =U, R,

3. Los bloques de Pesin no son necesariamente invariantes, ademds f(R.,;) C
,Rfe,le6

4. Los subespacios £E*(z) y £*(z) dependen continuamente en x € R

Las primeras tres propiedades son inmediatas, para la cuarta consideremos Q. ; =
R, las clausuras de los bloques de Pesin.

Sea Q = U Q,y, aqui Q. C Q411 v Q es f-invariante.

Dado un punto z € Q. elegimos una sucesiéon de puntos z,, € R.; que converja a
x. Pasando a una subsucesiéon convergente podemos asumir que las sucesiones de
subespacios E*(z,) E*(x,) convergen a algin subespacio en x el cual denotamos
mediante E*(x) y E"*(x) respectivamente. Se puede ver que cumplen las siguientes

propiedades:

1. T,M = E*(x) & E*(x)
2. siv e E*(z) y n > 0 entonces:

| dof"0 [|[< IA"e™ || v ||
3. siv e E*(x)yn <0 entonces:

I dofro < tuted™ || o |
4. L(E*(z), B*(z)) > 1

Esto implica que los subespacios E*(z) y E"(z) estan inicamente definidos y

en particular no depende de la eleccién de la sucesion x,, — x. De aqui se obtiene
también que los subespacios dependen continuamente en x.
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5.1. Existencia de la Variedad Estable Local

Sea f un difeomorfismo C'* de una variedad compacta Riemanniana M.
Consideremos un conjunto R f-invariante no-uniformemente hiperbélico y R
los bloques de Pesin asociados. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que
los bloques de Pesin son compactos.

Se dard una prueba del teorema de la variedad estable debida a Pesin [Pe] usando
el método de Hadarmard-Perron.

Vale la pena mencionar que Pugh [Pu| construye explicitamente un ejemplo de
un difeomorfismo C' (que no es C'*® para cualquier «) el cual no cumple la
tesis del Teorema de la Variedad Estable, de aqui se observa que la hipotesis
C'** es necesaria en dicho teorema. A continuacién enunciaremos el Teorema de
Hadamard-Perron el cual usaremos més adelante.

Teorema 1.1 (HADAMARD-PERRON) Sea A < u y elejimos

; , -\ —(1+9)2)
0<y< mln{l, NI 1} y0<d< mm{,w‘gﬂ/,y, (1f,y)(72127+2)}.
Para r > 1 y para cada m € Z sea f,, : RP — RP un difeomorfismo C" tal que:

fm(v,w) = (Apv + gm (v, w), Bpyw + hy, (v, w))
para (v,w) € RExRPF donde A, : R¥ — R* y B,, : RP7% — RP~* son mapas
lineales donde || A IS N, || B2 71> gy 9m(0) = hp(0) = 0, || g ||er< 6,
| hm [|c1< 0. Entonces se cumple que:

1. Eziste una dnica familia {W} de variedades C' k-dimensionales tales

que:

meZ

W= {(v,goj{z(v)) cv € Rk} = Grafy!

2. Existe una unica familia {W, } de variedades C' (p — k)-dimensionales

tales que:

meZ

W,, = {(¢n(w),w) : w € R"*} = Grafy,

Donde @y, : RF — RPF oo o RPF — RF suppes || dey, 1< v, y se
cumplen las siguientes propiedades:

a) fm(WrZ) = Wn;+1; fm(er{) = Wnt—&-l'
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b) I fn2) 1< X2 Il V2 € W, | fola(e) < @7t )l = |, vz € W,

donde A := (1+7)(A+6(1+7)) <5 —-0=]

c) Sea N < v < ji. Si|| fomsr-10...0 fm(2) ||< CVE || 2 ||, para todo
L >0y algin C > 0 entonces z € W,,. Similarmente, si || f,', o
ofili(2) I< CvE | 2 ||, para todo L > 0 y algiin C > 0 entonces
ze Wi

Teorema 1.2 (TEOREMA DE LA VARIEDAD ESTABLE) Para cadax € R existe
una variedad estable local W*(x) tal que x € W*(x), T,W*(x) = E*(x) y si
y € Ws(x) entonces p(f™(z), f*(y)) < T(x)\"e"p(x,y), n > 0. Donde p es la
distancia en M inducida por la métrica Riemanniana yT : R — (0,+00) es una
funcion Borel medible que satisface T(f™(z)) < T(x)e!®™ m € Z

Dem. Fijemos x € M y consideremos el mapa

fo= exp]?(lx) o foewp, : B(r) x B(r) C T,M — TyyM

B3(r) x Bu(r) —= Ty M
lewpx iewpf(m
M M

Donde B*(r) es la bola de radio r en E®(x) centrada en el origen (Anélo-
gamente B"(r) respecto a E"(z)), aqui r = r(z) es llamado el tamaij;io de la

f

variedad estable. Observar que el mapa fz esta bien definido para r suficiente-
mente chico. Como R es no-uniformemente hiperbdlico tenemos que el mapa f,
se puede escribir como:

fo(v,w) = (Agv 4 go(v, w), Byw + hy(v, w))
donde v € E*(x), w € E*(z). Ademés A, : E°(x) — E°(f(x)) y B, : E*(z) —
E*(f(x)) son mapas lineales donde A, es una contracciéon y B, una expasion.

Aqui f € C**® también tenemos:

I g2 (v, w)) 1< Crlll v | + 1w (D) 1 e (v, w) 1< Colll v [ + | w ()

| dge(vi,w1) — dg.(va, w2)) |< Ci([] v — v || + || wy — wo ||)*

22



| dha(v1,w1) = dhy(vs,ws)) |< Co(l| 01 = va || + || w1 = w3 [))*

En otras palabras el mapa fx se puede ver como una pequei’g}%a perturbacion
del mapa lineal (v, w) — (Azv, Byw) por los mapas (g, (v, w), hy(v,w)) que cum-
plen las condiciones anteriores.

Antes de continuar vamos a introducir un producto interno en el tangente el
cual es conocido como producto interno de Lyapunov. Este proporciona una he-
rramienta técnica conveniente en el estudio de la hiperbolicidad no uniforme y
sustancialmente simplifica la construccién de la variedad estable local.

Elejimos dos ntimeros 0 < M < p/ < oo tales que:

€

et < N,y < pe”

Definimos el producto interno de Lyapunov (-, >; de la siguiente forma:

(v, w), = Z <dfkv,dfkw>fk(x) (M2 si v,w € E5(x)
k=0
(v,w) = Z <df’kv,df’kw>f_k(x) (u)*, si v,we B*(x)
k=0

Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la hiperbolicidad no uniforme de
R y la forma en que elejimos A y 1’ se obtiene que cada serie es convergente.
Veamos la primera:

o0l < 32 (. )| ) %<me%mkwwww@<>%

e 2 k
(X)]\wunwm<§jc *(5) el

Ae\ !
@ (1) lolldwl<o

Entonces:

, Aet\ <
et] < 0GP (1-50) o lkdlvlh<oo, Yo )
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Anéalogamente

/

~1
o] < Cap (1= 25) olldv <o, Vo B)

6—6

Ahora extendemos (-, ); a todos los vectores de T, M haciendo que los subes-
pacios E*(r) y E%(z) sean mutuamente ortogonales respecto a (-, ), es decir si
v =0+ o'y w=w*+w" entonces: (v, w), = (v, w*) + (v*, W)

La norma inducida por el producto interno de Lyapunov es llamada norma de
Lyapunov y la denotaremos mediante || - ||;.. A continuacién veamos unas propie-
dades del producto y la norma de Lyapunov

Propiedades 1.3 1. El dngulo entre los subespacios E*(z) y E“(z) con el
producto interno de Lyapunov es I, Vo € R.

2

2 A SNyl B IS &,

3. La relacion entre el producto interno de Lyapunov y el producto interno de
la estructura Riemanniana estd dado por:

1
— w |l.<||w|,< D(z) || w2
\/iH o <[l w || (@) [| w ]

B o112
) —i—(l—MZ_E) } es

una funcién medible que satisface D(f™(z))) < D(z)e*I™  m e Z

donde w € T,M y D(z) = C(z)K(x)™! [(1 -

de€
A/

Dem. La primer afirmacion claramente es cierta por como construimos el pro-
ducto de Lyapunov.
Veamos la segunda; sea v € E*(x)

| Ao [|?= (dfv,dfv) = (df*dfv,df*dfv) (X') ">
k=0
= (V)2 (dffo,dffo) (X)F = ()2 (o 1”7 = o |?) < () [ v ||
k=1

Luego || Azv ||'< X || v ||’ 1o cual implica lo deseado.
La otra desigualdad es analoga.
Veamos la primer desigualdad de la tercer afirmacién. Tomemos w € TaxM, w =
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w® + w" y supongamos que || w® || >| w® || (si fuese al revés hacemos lo mismo).
Primero observemos que de la definicién de la norma de Lyapunov se obtiene que
[ w® [[22]] w* [lo y | w* [[z=] w* [lo y por lo tanto:

Il [Iz= \/(ws,w% +(w wry = w2+ [ w12

> Vw24 [ 2> V2 ]| w2

L jw)
V2

Para probar la otra desigualdad hay que usar que los angulos entre el estable e
inestables estdn acotados por la funcién K (Ver definicién de no-uniformemente
hiperbdlico al principio de este capitulo) y las cotas de los productos internos de
Lyapunov que surgen de analizar la convergencia de cada serie. 0

Ahora pasaremos a construir la variedad estable local. Fijemos x € R y con-
sideremos la familia de mapas F,, = ffm(x) (extendiéndolos a un difeomorfismo
en todo el tangente de forma tal que en el entorno de 0 estén C! cerca y fuera del
entorno coincidan). Identificamos los planos tangentes Tpm(;)M con R* x RP~*
(p=dim M, 1 < k < p) via los isomorfismos 7, tales que:

Tm(E*(2)) = RY,  7(E"(z)) =R

oo 1
Sea F,, =Tp110F, 0T,

frm@) = Fn
Ty ay Tpmrr@y =M
Tm Tm+1
RF x RP—F — RF x RP—F
E,

Aqui F, es de la forma:
Er(v,w) = (Apv + gm(v,w), B + b (v, w))

donde A,, : R* = R* y B,, : R — RP™* son mapas lineales, g : R? — R*
y h : R? — RP™* son mapas no lineales definidos para cada v € B*(ry) C R* y
w € B%(ry) C RPF,

Con respecto a la métrica de Lyapunov estos mapas satisfacen: || A, [|'< X,
(I Bz || > i/ donde 0 < N < min {1, u} y
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gm(0,0) =0, dgm(O,U) =0, hm(0,0) =0, dhm((),()) =0
| dgum (v, w1) = dgm (v, w) [|'S CY™™ (|| v1 — 2 || + || w1 — w2 ||')*
| P (v1, w1) = dhyn (V2 wa) 'S CY™™ ([ o1 — v || + || w1 — w2 ||')”

donde (M)* <v < 1,0 <a <1, C > 0. Luego aplicando Teorema de Hadamard-

Perron se obtiene la existencia de la variedad estable local.
OJ

5.2. Propiedades basicas de las Variedades Es-
tables e Inestables

En esta secciéon daremos algunas propiedades de las Variedades Estables e
Inestables locales. En cada caso se trabajara con la variedad estable local, donde
el mismo argumento sera valido para la variedad inestable trabajando para el
pasado.

1. Tama'l'g,%o de las Variedades Locales

Dado x € R consideremos W?*(x) = exp, {(v,v¥*(v)) : v € B*(r)} dada por
el teorema de la variedad estable local, donde ¢* : B*(r) — E*(z) es un
mapa diferenciable que satisface: ¢*(0) = 0y d¢*(0) = 0, B*(r) es la bola
de radio r en E*(x) centrada en el origen. Aqui r = r(z) es conocido como
el tamajl'g,%o de la variedad estable local.

Los tamai'g;%os de las variedades estables locales a lo largo de la trayectoria
{f™(x)},m € Z estén relacionados mediante:

r(f"(2)) = Ke~"lr(x)

donde K > 0 es una constante.

Veamos la prueba de esto ultimo: Sabemos que por las primeras dos pro-
piedades del producto interno de Lyapunov y su respectiva norma que la
accion del diferencial en T'R es uniformemente hiperbdlico, es decir respecto
a la norma de Lyapunov las funciones C' y K son constantes. Recordemos
que cuando construimos aquella familia de funciones para aplicar el teore-
ma de Hadamard-Perron construimos unos mapas f, en un entorno U, que
depende de x respecto a la norma || . ||, en realidad vamos a usar el hecho
técnico de que el radio r(x) depende sélo de D(z) y las constantes X, 1/,
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v, a, etc (Ver [BP]). Por otro lado podemos encontrar un radio uniforme
para todos estos entornos cuando trabajamos respecto a la norma de Lya-

punov || . ||'. Por la tercer propiedad de la norma de Lyapunov sabemos que
| w|.< D(x) || w ||, entonces si || . ||',= r, Vo € M vale que || . ||,> B
luego:

r r

e~ 2l > Kr(x)e€|m|

r(f"(x) = >
D(f™(x)) — D(x)
donde K > 0 es una constante (que depende de x), lo cual concluye lo que

queriamos.

También podemos ver que sobre los bloques de Pesin los radios estan aco-
tados, es decir existe r;, > 0 que depende sélo de [ tal que:

r(z) >r, x€Rey

Pues si © € Re; entonces C(z,¢) < 1y K(z,¢) > ;. Aqui 7(z) = K5~

D(x)
) _1/2

C(x) _ Ae€ )~ '

Ké), con J = {(1 — )\—6,) + (1 — ;/ée) }
= D(z) < I?J, Yz € R, y por lo tanto r(z) > £% =:r.
Sea v una medida de Borel f-invariante tal que v(R) = 1. Para [ suficien-
temente grande, el bloque de Pesin R.; posee medida positiva. De aqui las
trayectorias de casi todo punto visitan este conjunto infinitas veces y por
lo tanto para estos puntos tipicos la funcién r(f™(x)) es oscilante en m y
excede r; para infinitos valores de m. Por otro lado para algunos enteros
m el valor de r(f™(x)) podria ser muy pequel'j)%o (esto tltimo es debido
a la inecuacién que relaciona los radios de los iterados). Los radio de las
variedades estables W*(f™(x)) decrecen cuando m — oc.

donde D(x) = J

Por tltimo vale destacar que si f es un difeomorfismo de Anosov entonces
tomando € = 0, C' = cte y K = C~! se obtiene que R.; = M para algtn [
y por lo tanto

. Dependencia Continua de las Variedades Estables Locales
Sean V; y V5 dos subvariedades locales diferenciables en M con el mismo
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radio, se tiene que:

der(Vi,Va) = sup || hi(@) —bo(@) || + sup || duthr — dutbs ||
zeBs(r) x€B3(r)
Las variedades estables locales dependen continuamente en x € R.; con la
topologia C'. Esto significa que, si z, € R.; es una secuencia de puntos
que convergen a x entonces

der(We(z), Wo(z)) — 0

cuando m — co. Daremos una idea de lo anterior: Usando la dependencia
continua de los subespacios estables en conjuntos regulares y el teorema de
la variedad estable, obtenemos para m suficientemente grande que las varie-
dades estables locales W*(x,,) se pueden ver como el grafico de una funcién
m : B%(r) — E"(x), donde B*(r) es la bola en E*(x) centrada en cero para
algun radio r suficientemente pequei'g)%o. Se puede probar que la secuencia
de funciones 1, es compacto con la topologia C', de aqui consideramos ¢
un punto de acumulacién y definimos W como la imagen de b bajo el mapa
exponencial en x. Luego probando que W es la variedad estable local de
obtenemos lo deseado.

. Dependencia H'i(;%lder

Se puede ver (No daremos la prueba) que las variedades estables locales
dependen H'Q%lder continuamente en x € R, con la topologia C*, es decir
existe ¢ > 0y 8 € (0,1] tal que para todo x,y € R, se tiene:

der (W* (@), W*(y)) < cd(z,y)”

. Interseccion entre Variedades Locales

Sabemos que en cada bloque de Pesin las variedades estables e inestables
varian continuamente, por lo tanto para cada x € R.; existe § > 0 tal que
siy € Rey N B(x,0) se tiene la interseccién W#(z) N W*(y) es no vacia y
consiste de un tnico punto. (Obviamente lo mismo vale intercambiando s
Y u).

. Continuidad Absoluta del Mapa de Holonomia
Fijemos z € R.; y un numero r tal que 0 < r < r;, consideremos el conjunto

Q@)= |J W)

wER, NB(z,r)
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Y la familia de variedades estables locales

L(z) ={W?*w):we R, NB(z,r)}

Sean T y T5 dos subvariedades locales transversales a L£(x).

Definimos el mapa de Holonomia 7 : Q;(z) N Ty — Q;(x) N T, dado por:
m(y) =T NWw) ©y=TN"Ww), we Qzr)NB(x,r)

Figura 5.1:

El mapa de holonomia es un homeomorfismo sobre su imagen, el mismo
depende de x, [, T1 y T5.

Sea A = A(T,Ty) =|| Y1 — 13 ||cr donde 1)1 y 1) son los representantes de
Ty y Ts.

Decimos que v es absolutamente continua respecto a u y denotamos me-
diante v << p si Ve > 0, 30 > 0 tal que si v(F) < € para todo conjunto E
medible tal que u(E) < 4, en otras palabras si u(E) = 0 entonces v(E) = 0.
Una transformacién invertible 7' : (X, v) — (Y, ) se dice absolutamente
continua si p es absolutamente continua respecto a T,v. En este caso uno
define el Jacobiano de T en el punto = € X como la derivada de Radon-
Nikodym J(T)(z) = 7%, Si X es un espacio métrico entonces:

d(Twv)"
iy ML (B(z, 1))
T @) = 1= )
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Dada cualquier subvariedad W C M, denotaremos mediante vy la medida
inducida por la restriccion de la métrica Riemanniana en W.

Teorema 2.1 (CONTINUIDAD ABSOLUTA) Dado | > 1, x € Ry, y dos
subvariedades transversales Ty y Ty a la familia L(x), entonces el mapa de
holonomia 7 es absolutamente continuo (respecto a las medidas vy, y vr,)
y el Jacobiano J*(m) esta acotado por arriba y abajo lejos de cero.
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